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第六节定积分的几何应用

二、平面图形的面积

三、体积

四、平面曲线的弧长

第五章

一、微元法基本思想
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表示为

一、微元法的基本思想

1) 所求量 U 是与区间[a , b]上的某函数 f (x) 有关的

2) U 对区间 [a , b] 具有可加性 , 即可通过

“大化小, 常代变, 近似和, 取极限”

定积分定义

一个整体量 ;

1、什么问题可以用定积分解决 ? 
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2 、如何应用定积分解决问题 ?

第一步 利用“化整为零 , 以常代变” 求出局部量的

微分表达式
xxfU d)(d =

第二步 利用“ 积零为整 , 无限累加 ” 求出整体量的

积分表达式

=U xxf
b
a

d)(∫
这种分析方法成为元素法 (或微元分析法)

元素的几何形状常取为: 条, 带, 段, 环, 扇, 片, 壳 等

近似值

精确值



4

3.  应用微元法的一般步骤：

(1)  根据具体问题，选取一个变量x为积分变量，

并确定它的变化区间[a, b]；

(2)  在 [a, b]上，任取一小区间[x, x+dx]；

xxfA d)(d =求出

∫∫ ==
b

a

b

a
xxfAA d)(d)3( 所求量

应用方向：

平面图形的面积；体积；平面曲线的弧长；

功；水压力；引力等.
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x

y

o

)(xfy =

a b

二、平面图形的面积
1.  直角坐标情形

x

y

o

)(1 xfy =

)(2 xfy =

a b

曲边梯形的面积

∫=
b

a
xxfA d)(

曲边梯形的面积

∫ −=
b

a
xxfxfA d)()( 12

x xxx d+ dx x+

xxfxfA d)()(d 12 −=xxfA d)(d =
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例1. 计算两条抛物线y = x2，y2 = x所围图形的面积。

解法一：由

取y为积分变量, 变化范围为[0,1] yyyA d)(d 2−=

得面积元素

∫ −=
1

0
2 d)( yyyA于是

得交点 )1,1(,)0,0(

3
1

=

取 x 为积分变量, 变化范围为[0,1] 
2d ( )dA x x x= −

1 2

0
( )dA x x x= −∫于是

3/2 3 1
0

2 1[ ]
3 3

x x= −
3
1

=

解法二：

(1,1)

O

y = x2

y2 = x

y

x

1

x+dxx 1

y
y+dy
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选x作积分变量，则x的取值范围是[0 ,π ]

例2. 求y = sinx, y = sin2x (0 ≤ x ≤ π )所围图形的面积。

解：由 得交点(0, 0)， , (π , 0))
2
3,

3
(π

y

3
πO xπ

y = sin2x y = sinx
[0, ]

3
π

在 上，

[ , ]
3
π π在 上，

21 AAA +=则
2
5

=

3
1 0

(sin2 sin )dA x x x
π

= −∫

2
3

(sin sin2 )dA x x x
π

π= −∫

2 1( ) ( )f x f x− 是分段函数

∫ −=
b

a
xxfxfA d)()( 12
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曲线由参数方程 给出,

则曲边梯形面积

∫=
b

a
xyA d

2.  参数表示的情形

( ) ( )dt t t
β

α
ψ ϕ′= ⋅∫

tα β≤ ≤

( ), ( ) [ , ]t tϕ ψ α β且 在 上有连续导数， ( ) 0,tϕ′ >

( ), ( )a bϕ α ϕ β= =

( ) 0, ( ) 0t tϕ ψ′ ′< ≠对于 或 的情形也可仿照讨论



9

a

b

xo

y

x

例3. 求椭圆

解: 利用对称性 , xyA dd =

所围图形的面积 . 

有

∫=
a

xyA
0

d4
利用椭圆的参数方程

)20(
sin
cos

π≤≤




=
=

t
tby
tax

应用定积分换元法得

∫= 2
0

2 dsin4
π

ttba

ba4= 2
1⋅ 2

π⋅ baπ= 当 a = b 时得圆面积公式

xx d+

: 0 :x a t→ 对应 0
2
π
→
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例4. 求由摆线

的一拱与 x 轴所围平面图形的面积。

)cos1(d taA −=解: tta d)cos1( −⋅

tta d)cos1(
2

0
22 ∫ −=

π

tta d
2

sin4
2

0
42 ∫=

π

)
2

( tu =令uua dsin8
0

42 ∫=
π

uua dsin16 2
0

42 ∫=
π

23 aπ=

∫=
π2

0
A

x

y

2πao

习题结论
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3.  极坐标的情形

,],[)( βαθρ C∈

,0)( ≥θρ 求由曲线 及

围成的曲边扇形的面积 .

)(θρρ =

α
x

θ

θd

在区间 上任取小区间 ]d,[ θθθ +

则对应该小区间上曲边扇形面积的近似值为

[ ] θθρ d)(
2
1d 2=A

所求曲边扇形的面积为

θρ
β

α
d

2
1 2∫=A β
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β

α xo

)(22 θρρ =

)(11 θρρ =

∫ −=
β

α
θρρ d][

2
1 2

1
2
2A

《高等数学同步学习 附录

几种常用曲线的图形：

参见

南京邮电大学高等数学

指导》

教学中心编
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解: 由对称性知总面积=4倍第一象限部分面积

14AA = θρ
π

d
2
14 4

0
2∫⋅= 2a=

4
πθ =

θρ 2cos22 a=

1A

θθ
π

d2cos2 4
0

2∫= a

0=

例5. 求伯努力双纽线 所围图形面积 . 
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∫ +
π
π θθ
2

22 d)cos1(
2
1 a

例6. 计算心形线 与圆

所围图形的面积。

解: 利用对称性 ,

2+ ×2

2
1 aA π=

所求面积

22 2
4
5 aa −= π

∫+= 22

2
1 aaπ θθθ d)coscos21( 2++

a a2o x

y

=
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三、体积
1. 旋转体的体积

旋转体就是由一个平面图形绕这平面内一条直

线旋转一周而成的立体。这直线叫做旋转轴。

圆柱 圆锥 圆台
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成的立体体积，

))(( bxaxfy ≤≤=考虑连续曲线段

],[ bax∈

旋转体的体积为 xxfxyV
b

a

b

ax d)]([d 22 ∫∫ == ππ

x

y

o a b x

y

o a b

)(xfy =

x

当考虑连续曲线段 )()( dycyx ≤≤= ϕ

绕 y 轴旋转一周围成的立体体积时,

有 2)]([ yϕπ yd∫=
d

c
V

xo

y

)( yx ϕ=

c

d
y

∫=
d

c
yx d2π

绕x轴旋转一周围

取 x 作积分变量,
在[a, b]上任取小区间[ x, x+dx]

2)]([d xfVx π= xd
薄片的体积元素为
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解：

例7. 椭圆 所围图形分别绕 x 轴、

y 轴旋转而生成立体的体积。

12

2

2

2
=+

b
y

a
x

绕x轴旋转时，

a

y

x

b

o x∫=
a

xV
0

2 xy d2π

(利用对称性)
椭圆参数方程

ttab dsin2 32∫= π

22 abπ=
3
2
⋅ 2

3
4 abπ=1⋅

特别当b = a 时, 就得半径为a 的球体的体积 .
3
4 3aπ
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a

y

x

b

(利用对称性)

o
y

绕 y 轴旋转时，

∫=
b

yV
0

2 yx d2π

ba2

3
4π=

ttba dcos2 32∫= π

椭圆参数方程

ba22π=
3
2
⋅ 1⋅

例7. 椭圆 所围图形分别绕 x 轴、

y 轴旋转而生成立体的体积。

12

2

2

2
=+

b
y

a
x
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解:

∫ −⋅−=
π

π
2

0
22 d)cos1()cos1( ttata

aπ2

)(xy
绕x轴旋转的旋转体体积

aπ

y

利用对称性

tta d)cos1(2
0

33 ∫ −=
π

π

325 aπ=

2

0

a

xV
π

= ∫ xy d2π

例8. 计算摆线 的一拱与 y＝0

所围成的图形分别绕 x 轴 ,  y 轴旋转而成的立体体积 .

=
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绕y轴旋转的旋转体体积

aπ2aπo
A

BCa2

可看作平面图OABC与OBC分别绕

y 轴旋转构成旋转体的体积之差





−=
−=

)cos1(
)sin(

tay
ttax

)0( >a

)(1 yxx =

)(2 yxx =

yyxV
a

y d)(22

0 2∫= π yyx
a

d)(22

0 1∫− π

注意上下限 !

∫ −= 22 )sin( ttaπ tta dsin⋅
π2
π

∫ −− 22 )sin( ttaπ tta dsin⋅
0

π

∫ −−=
π

π
2

0
23 dsin)sin( tttta

336 aπ=

2

0

A t
B t
O t

π
π

=
=
=

对应

对应

对应
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例9. 证明 由平面图形0 ≤ a ≤ x ≤ b，0 ≤ y ≤ f (x)绕y轴
旋转所成的旋转体的体积为

d 2 ( )dV xf x xπ=

xxfxV
b

ay d)(2 ∫= π

证明:

xxfxV
b

ay d)(2 ∫= π

xxfxV
b

ay d|)(|2 ∫= π (不要求0 ≤ y ≤ f (x)时)

o

y

x

)(xfy =

x  x+dx

圆桶薄壁型体积元素
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解法二:

aπ2

)(xy
绕 y 轴旋转的旋转体体积

aπ

y2

0

a

yV
π

= ∫ 2 dxx yπ

例8. 计算摆线 的一拱与 y＝0

所围成的图形绕 y 轴旋转而成的立体体积 .

2

0
(1 c2 ( ossi (1 cosn ) ))a t a t dta t t

π
π −−−= ⋅ ⋅∫

2 23 2 2

0 0
2 (1 cos ) sin (1 cos )ta t dt t t dt

π π
π  = ⋅ − − −  ∫ ∫

3 3=6 aπ=
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2.  平行截面已知的立体体积

设所给立体垂直于x 轴的截面面积为A(x), 

则对应于小区间 的体积元素为

xxAV d)(d =

因此所求立体体积为

xxAV
b

a
d)(∫=

上连续,

xa bx

)(xA
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例 10. 计算底面是半径为R的圆，而垂直于底面上一

条固定直径的所有截面都是等边三角形的立体体积。

解：底圆方程为 222 Ryx =+

截面是等边三角形

，从而边长为 222 xR −

截面面积

2222 32
2
1)( xRxRxA −⋅−⋅=

∫ −=
R

xxRV
0

22 d)(32于是

223 xR −高为 x

y

o R

33
3
4 R=

)(3 22 xR −=
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四、平面曲线的弧长

定义: 若在弧 AB上任意作内接折线 ,

xo

y

0MA =

nMB =1M
2M 1−nM

当折线段的最大

边长 λ→0 时, 折线的总长

度趋向于一个确定的极限 ,

称此极限为曲线弧AB的弧长 ,

即 ii MM 1−∑
=

n

i 1
0

lim
→

=
λ

s

并称此曲线弧为可求长的。

定理: 任意光滑曲线弧都是可求长的。

(具有连续导数)
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     设曲线弧为 )(xfy =
)( bxa ≤≤ ，其中 )(xf

在 ],[ ba 上有一阶连续导数

xo

y

a bx dxx +

取积分变量为x，在 ],[ ba
上任取小区间 ],[ dxxx + ， 

以对应小切线段的长代替小弧段的长

} dy

小切线段的长 22 )()( dydx + dxy 21 ′+=

弧长元素 dxyds 21 ′+=

弧长 .1 2 dxys
b

a∫ ′+=

1  直角坐标方程的曲线弧长公式

利用微元法来讨论平面光滑曲线弧长的计算公式


     设曲线弧为
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取积分变量为
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以对应小切线段的长代替小弧段的长


小切线段的长
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xy d1 2′+=

弧长元素：

( )y f x a x b= ≤ ≤曲线弧方程 （ ）

弧长公式 ∫ ′+=
b

a
xys d1 2

1.直角坐标方程的曲线弧长公式

2.参数方程的曲线弧长公式

ttts d)()(d 22 ψϕ ′+′=弧长元素：

弧长公式

）（曲线弧方程 βα
ψ
ϕ

≤≤




=
=

t
ty
tx
)(
)(

∫ ′+′=
β

α
ψϕ ttts d)()( 22

sdy

xa bo

)(xfy =

x xx d+

22 )(d)(dd yxs +=
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）（曲线弧方程 βθαθρρ ≤≤= )(

3.极坐标方程的曲线弧长公式

）（

直角坐标与极坐标关系

βθα
θθρ
θθρ

≤≤




=
=

sin)(
cos)(

y
x

22 )()( dydxds +=∴ ,)()( θθθ dyx 22 ′+′=

,)()( 22 θθρθρ d′+=

,)cossin()sincos( 22 θθρθρθρθρ d+′+−′=
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θθρθρ d)()(d 22 ′+=s

）（曲线弧方程 βθαθρρ ≤≤= )(

弧长元素：

弧长公式 ∫ ′+=
β

α
θθρθρ d)()( 22s

3.极坐标方程的曲线弧长公式

）（

直角坐标与极坐标关系

βθα
θθρ
θθρ

≤≤




=
=

sin)(
cos)(

y
x

注意: 求弧长时积分上下限必须上大下小。
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例11. 求抛物线 被圆 所截下的有

限部分的弧长 。

2

2
1 xy = 322 =+ yx







=+

=

3
2
1

22

2

yx

xy
由





=

−=





=

=

1
2

1
2

2

2

1

1

y
x

y
x

，得

∫ ′+=
2

0
2d12 xys由对称性

解：

2
0

22 )]1ln(1[ xxxx ++++=

)32ln(6 ++=

O      

y

x

∫ +=
2

0
2d12 xx
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θθρθρ sin)(  ),cos1( aa −=′+=解：

2 2

0
2 (1 cos ) sin ds a

π
θ θ θ= + +∫

0
2 2 2cos da

π
θ θ= +∫

0
4 cos d 8

2
a a

π θ θ= =∫

例12.求心形线 )cos1( θρ += a 的长度.

a a2o x

y由对称性： 0θ =2
πθ =

θ π=

2 2( ) ( )ds
β

α
ρ θ ρ θ θ′= +∫
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